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1 Kleur- en helderheids-evolutie van een enkele
stercluster

In dit werkstuk kunnen we bij de meeste berekeningen benaderingen gebruiken
om het analytisch makkelijker te maken, maar bij sectie E word het analytisch
toch erg lastig om alles met de hand uit te rekenen dus hebben we het daar
met mathematica gedaan. Aangezien het een kleine moeite is om dan meteen
die benaderingen niet te maken hebben we het model zowel met als zonder die
benaderingen door gerekent.

Om duidelijk te maken wat de substituties inhouden hebben we die een kleur
gegeven zodat ze makkelijk herkenbaar zijn. De constante C' word gegeven door
de rode (2) en kan benaderd worden door het lichtrode (oranje) (3). Benadering
(8) vervangt het donker groene door het licht groene.

De benaderingen zijn gebaseert op het respectivelijk kiezen van My oneindig
en My nul. Dit levert bij deze substituties niet zo’n probleem op, maar M
oneindig kiezen later wel, met tot gevolg dat ¢; naar 0 gaat waardoor de inte-
gralen van sectie E ook oneindig worden. Dit voorkomen we meteen al bij het
begin door goede domeinen voor de functies te kiezen.

1.1 A. Initial Mass Function

De Initial Mass Function (IMF) is gedefineerd als (1), maar wel alleen tussen
een lower (M) en upper (My) limiet voor de massa (M) van de sterren, daar-
buiten is de IMF 0.

®(M)dM = CM~'~*dM (1)

We berekenen C' door de IMF te normaliseren:
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We zullen voor zoveel het kan de exacte waarde voor C' (2) gebruiken tenzij het
analytisch veel handiger is om (3) te gebruiken.
De genormaliseerde IMF is:
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1.2 B. Main Sequence

Het totale licht van de Main Sequence van een Single Burst (Lysg) is de integraal
over al het licht dat sterren met een verschillende massa uitsenden. Een ster
met massa M blijft voor ty;s = M ~7 (11) op de hoofdreeks en word daarna een
reus. Voor de hoofdreeks moeten we dus alleen de sterren meetellen die nog niet
een reus geworden zijn, dat geeft een upperlimiet aan de massa want de zware
sterren verlaten de hoofdreeks eerder. We integreren dus over My < M < My,

waarbij M; = £
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Voor t < tys(My) = tg, zullen er nog geen sterren van de hoofdreeks af zijn
want er zijn geen sterren met een massa groter dan My. Voor ¢t < tr geld
dus Lys(t) = Las(tr). Dit is nu nog niet zo’n probleem, maar verderop als
we over meerdere Single Bursts gaan integreren wel en moeten daar dus nu al
rekening mee houden. In principe hebben we dus ook een upperlimiet voor
t > tps(Mp) = ty waarbij alle sterren van de hoofdreeks af zijn, maar deze is
zo groot dat we daar niet mee te maken hebben

1.3 C Reuzen

De tijd dat een ster op de hoofdreeks doorbrengt is tjss (11), daarna worden het
reuzen. Het totaal aantal reuzen in een stelsel kun je benaderen door alleen het
aantal reuzen te nemen die op dat moment gevormd worden vermenigvuldigt
met hoelang ze licht geven (¢,). Dit mag omdat t, veel kleiner is dan ¢. Het
gedeelte van de sterren dat een reus word is het gedeelte dat in een tijdsspanne
van t, de hoofdreeks verlaat, en dus M. Het totaal aantal reuzen is dus gegeven
door (10).
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Ook hier weer moeten we er rekening mee houden dat dit alleen maar opgaat
voor t > tr, daar voor zijn er nog geen reuzen en geld N, = 0.



1.4 D Single Burst

We gaan nu de totale lichtsterkte van een Single Burst berekenen en bekijken
welke kleur ons melkwegstelsel zou moeten hebben als er slechts één Single Burst
is geweest.

LSB(t) = LMs(t) + Ng(t)Lg (15)
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Hierbij moet nogmaals opgemerkt worden dat deze formule alleen geldt voor
t > tr, voor t < tr geldt Lsp = Ljrs omdat er dan nog geen reuzen zijn.

Inputwaarden:

v =30
Mg =0.1 z =135 ty = 0.03
Voor de verschillende banden vereenvoudigt (17) tot:

Ly(t) = 10(0.017¢ 118 4-0.021¢79-55)
Lp(t) = ¢0(0.019¢t~195 4+ 0.036¢~9-5%)
Ly () = 0(0.022¢7%92 4 0.054¢79-5%)

De absolute magnitudes zijn:

My = Ug — 2.5logLy(t) = 5.40 — 2.5(logibg + Llog(0.017¢ =118 4 0.021¢70-55))
Mp = Bg — 2.5logLp(t) = 5.25 — 2.5(logyo + 1og(0.019¢=1-%5 + 0.036¢70-5%))
My = Vg — 2.5logLy (t) = 4.70 — 2.5(logtpg + log(0.022t 7992 4 0.054¢79-55))

Bij de berekening van (U-B) en (B-V) valt logyy weg. Invullen voor t= 0.01,
0.1 en 1in (17) geeft de volgende waarden:



t(10Gyr) | Lu(Le)/Yo | Lp(Le)/%o | Lv(Le)/Yo | (U—-B) | (B-V)
0.01 4.22 2.87 2.17 -0.269 0.252
0.1 0.334 0.343 0.374 0.180 0.642
1 0.0381 0.0553 0.0762 0.555 0.897
Ingevult in de niet gesimplificeerde functie voor de Lsp (16) geeft:
t(10Gyr) | Ly(Le)/%o | Le(Le)/Yo | Lv(Le)/¥o | (U—-B) | (B-V)
0.01 4.22 2.87 2.19 -0.270 0.252
0.1 0.334 0.343 0.373 0.179 0.642
1 0.0381 0.0553 0.0762 0.555 0.897

Dit maakt maar een heel klein beetje uit voor lage t, maar is nauwlijks
significant, later maakt dit wel iets meer uit.

2 Kleuren van diverse typen van stelsels na 10
Gyr

2.1 E

Aangezien er niet één Single Burst geweest is in ons melkwegstelsel, maar een
continue vorming van nieuwe sterren gaan we integreren over meerdere Single
Bursts. Daartoe vervangen we nu ¥y door een ¥(¢), de Star Formation Rate,
omdat niet elke burst evenveel sterren vormt. De Star Formation Rate (SFR)
is:

U(t) = { 5110(1 ~ af)

Met 0 < a < 1. We zitten nu ongeveer bij t = 1 (10Gyr) waarvoor we ook de
kleur gaan berekenen, t zal dus nooit groter zijn dan 1/a dus krijgen we altijd:

voor t < 1/a

voor t > 1/a (18)

U(t) = ¥o(l —at) (19)
De totale helderheid van een stelsel op tijdstip ¢ is nu dus:
t
L(t) = / U(t — ) Lap(t)dt! (20)
0

Waarbij Lsg dezelfde Lgp als boven is, maar dan zonder ¥y erin, die is vervan-
gen door een U(t) erbuiten. We integreren dus over alle Single Bursts, waarbij
we beginnen bij de Single Burst die nu plaats vind met een ®(¢), en dus al een
tijd van ¢ = 0 bestaat en eindigen bij de eerste Single Burst, met een ®(0) die
al een tijd t' = ¢ bestaat. Je kan de integraal ook omdraaien dat je bij de eerste
burst begint en bij de laatste eindigt, je krijgt dan:

L(t) = /0 U(t"YLsp(t —t")dt' (21)



Dit levert uiteraard dezelfde waardes op, dus we gaan van (20) uit.

Bij deze berekening moeten we erop letten dat we niet My oneindig en ¢; nul
kiezen, want voor kleine ¢ komt er dan oneindig uit de integraal. We zullen L(t)
dus moeten opsplitsen in een deel voor t < t7, en een deel t > t7,. Het deel voor
t > tr moet helaas nog een keer opgesplitst worden in een deel voor t' < 1 en
een deel voor t' > t1,. Dit komt bij het eerste deel van L(t) niet voor, want dan
is ¢’ altijd kleiner dan ty.

We berekenen nu eerst L(t) voor ¢ < tj, (oa geen reuzen).
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Voor ¢t > t;, moeten we weer opsplitsen naar ¢ want die kan nu groter en
kleiner dan ¢;, zijn. Voor ¢' < tj, is het gemakkelijk, we hoeven alleen bij (23) ¢'
niet van 0 tot ¢ te laten lopen maar helemaal van 0 tot ¢t. Dan krijgen we:
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Voor het gedeelte van Ly(t) waar t' > t;, krijgen we een iets ingewikkeldere
uitdrukking, maar desalnietemin uitrekenbaar:
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Vergelijking (26) ziet er niet erg mooi uit, maar Mathematica heeft er geen
problemen mee. De totale L(¢) kun je nu uitrekenen door Ly en Lo op te tellen:

t 1522241 TO—T 41
T - M t 1 ,:
a/ ( L 4 —'5t,L, | dt’
tr

(26)

t'=tr

L(t) = { Li(t) + Lo, voor t < tp, (27)

Li(t) 4+ Loy voor t >ty

2.2 F. VY,

Om de lichtsterkte van onze melkweg te kunnen berekenen moeten we L(t)
eerst callibreren door ¥ te bepalen. Dit doen we door ervan uit te gaan dat
nu, T, = 10Gyr, t = 1 er een totale massa van M = 10'' My, in sterren zit.

De integraal op de paper is heel vreemd omdat er geintegreerd word van 0 tot t.
Dat houd in dat het stelsel dus op elk moment 10*! M, sterren heeft gegenereerd
waardoor ¥y afhankelijk van t moet zijn. Dit is natuurlijk niet het geval, want
¥, word in andere integralen over t buiten het integraal teken gehaald. Er wordt
bedoelt dat het stelsel op tijdstip t = T, 10! M, aan sterren heeft gecreéerd
en dat er dus van 0 tot 7 moet worden geintegreerd.

ot = / " / M)MdM dt' (28)
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2.3 G. Kleur van ons melkwegstelsel

Mathematica was ook zo vriendelijk om voor ons L(t) (27) uit te rekenen om
de volgende tabel te vullen: (M = 10! M)



a |(WU-=B)|(B-V)|M/Ly | M/Ls | M/Ly
0 0520 | 0243 0484 0897 | 1.190
0.8 0293 | 0465 | 1.205| 1.814| 1.961
0.9 0.132 | 0579 | 1.822 | 2.362| 2.300
095| 0038 | 0672| 2577 | 2.856| 2.551
1 0414 | 0817 | 4.731| 3.709 | 2.901

We kunnen ook alleen het bovenste gedeelte van L(t) nemen, Lo(t) en de
rode en groene bendaderingen invullen, dan veranderd de tabel enigszins en
krijgen we:

a |(U-=B)|(B-V)|M/Ly | M/Ls | M/Ly
0 0422 0.305| 0.580| 0985 | 1.230
0.8 -0.198 | 0511 | 1.397 | 1.926 | 7.997
0.9 0.047 | 0612 | 2.056| 2465 | 2.327
095 | 0104 | 0694 | 2814 | 2934 | 2.569
1 0414 | 0817 | 4.733| 3.710 | 2.901

Deze tabel is wel iets anders. Dat komt voornamelijk door het negeren van
de lage t’s, de substituties die we hebben gemaak hebben niet zoveel effect op
dit resultaat. Het kiezen van de limieten van de IMF (met name de bovenlimiet
My) is dus van best groot belang op dit model.

3 Chemische evolutie in de zonsomgeving

In dit werkstuk gelden de volgende vaste parameters:

R = 02
T = 15-10%r
T, = 10.5-10%r
Myor(T) = 80Mgpc ?
My(T) = 8Mope?
Z(T) = 0.025

3.1 A. The “Simple Model”

In dit model gelden de volgende parameters:

ZO = 0

g(t) = f(t)=0

Alt) = Oy My (30)
Formule (31) levert de volgende oplossing voor M, en C; op:
dM,(t

WL~ - moao (31)
My(t) = My(0)e -t (32)
My(0) = Mi(0) = Myt (T) = 80Mepe > (33)
C, = 19-107'° (34)



Evenzo geeft het ook de oplossingen voor Z(t) en Py:

PO pw) = Praw
Z(t) = PyCyt
A0
PzCy
Z(T) = 0.025=C,P;T
Py = 877-107°
Z(t) = 1.66-10 %t

De bereking van t is nu erg eenvoudig:

we(t) =

v(t) =

D =

Ci(1-R)
/tcl(1 _ Ryt =C (1 — Rt
0

T
© ClMg (O)e*(lfR)Cltecl(lfR)tdt

0
T

Cy M, (0)dt = Cy M, (0)Ts
0

1 [To 11 )
B o ClMg(O)tdt - BECIMQ(O)T@
To
2

M,(0)Zy _ M,(0) -0
Py Py
To—t, (1+0)7"
r_To _To
2 2

Jy Altydt [ LM (t)dt

JFAwar [ oM, (0)dt
7(17R)Clt _ 1

e
e—(l—R)C1 _ 1

—(1-R)
e Pz _
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Al het gas is door stervorming gebruikt als M,(t) = 0:

M,(t) = My(0)e~!=R =0

(44)
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Figure 1: Abundantie tegen de tijd, model A

i
2 . 7 -
1 7
8 o
6 e
4 o
2t 7

60000 12000b™ a@rent

Figure 2: Fractie sterren met abundantie Z, model A

3.2 B. “Prompt Initial Enrichment”
In dit model gelden de volgende parameters, M,(t) is hetzelfde als in Model A:

A(t) = Cr-My(t) (50)
Pz = (1-R)y (51)
y = y+2o

10



M,(t)

— Mtotef(lfR)Clt

(52)

De waarde van Z(t) en Py verandert nu door de licht gewijzigde parameters:

S(Z) verandert nu in:

De waarde van ¢ wordt nu:

(y + Zo)(1 - R)
PyCit+ Zy

(y + ZO)(]. — R)Clt + ZO
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(205,
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A _ 4
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+ My (0)
(ZOJFy)ln(Mg(T@))
= 3.84-10%r

Al het gas is door stervorming gebruikt als M,(t) = 0:

My(t) = My(0)e "M%t =0
t— o0
z
0.025
0.02
0.015
0.01
0. 005
tHj arenL
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Figure 3: Abundantie tegen de tijd, model B

3.3 C. “Extreme Infall Model”

In dit model gelden de volgende parameters:

A(t) < M,

12



0.75
0.5
0. 25

Figure 4: Fractie sterren met abundantie Z, model B

M, = constant
M, (1) = M,(T)=8Mopc
Zy = 0
ZO = 0
_ Mtot - Mg
Ho= 7Mg
f = 1-RA
Mit(t) = Mg+ f-t
My + ft—-M, ft
! Mg Mg

Dit leidt tot de oplossingen voor Z,,, Pz, f en A:

—(1-R)Z,A+ PzA

Py
-7z
1-R #
Py
1_ — K
—pl-e™)
PZ Mg +ft—My
1_R(1—e Mg )
0.025 (1 — 6*5'10‘1°'t)
1-R)Z(T
A=R)Z(T) _ ;oo
1—eH
M —M, 80-8 oy e
- —4.0-107°M
T 15100~ #0010 " Mope yr
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A = I __50. 107 Mepe™2yr~" (83)
1-R
De berekening van S(t) is nu erg eenvoudig, de omzetting naar S(Z) via de
verandering van variabelen is iets meer werk:

A(t)d
fo A(t)dt T
M,(0) < 1-R )
t72) = ——LZIn(1- Z 85
(2) . ~ (85)
B M,(0) 1-R
S(Z) = T l <1 7, Z> (86)
= —0.133In(1 — 402) (87)
De bereking van  is enigszins ingewikkelder:
PA(1-R) A(l - R)
o) = / dt = ] (88)
0 M, M,
To (1— R)A M a-map
D = A g © -1
e tdt = —r <e > (89)
. B T (IMR)A B A tMge%t M, To (I;JR)Atdt
T D/ e ™ di=5\ Ta-ma _(1—R)A/0 ©
ToM, G-=ma M? Q-m)A 1—
(1(9_156 - (1- ];)ZA (e Mo 1O — 1)) (1—R)AR (90)
()
a—ma
e Mg M
= T — g 1
© (1 R)AT®_1 (1—R)A (9)
ng —1
_ e M, A(l—-R) ( o-maq
= 7, |1- - g 1+ e To g
o e () (A ) )
= 1.94-10%r (93)

M, is constant, dus zal nooit al het gas opgebruikt worden door stervorming.

3.4 D. “Mixed Model”

In Model D gelden de volgende parameters:

g = 06
Zy = 0.004
flty = pBA=constant (94)
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Figure 5: Abundantie tegen de tijd, model C

De oplossing van M,(t) is vrij eenvoudig:

M,(t)

0t = —(l1-RA+pA=(R+pB-1A
My(t) = (R+pB—-1)At+ My0) =—0.2At+ M,4(0) (95)
De berekening van Z(t) geeft:
%(Mg(t)Z(t)) = —-1(1-R)Z(t)A+ PzA (96)
d d d
COMWOZ(0) = 200)5 M0+ M,(0) 5 2()
= ZO)(R+B-1DA+((R+L—-1)At + Mg(o)di—l(tt)(gﬂ
(96) en (97) leveren deze differentiaalvergelijking op:
ﬂZ(t)-{—((R-{—ﬁ—l)At-{—Mg(O))dZ—i) —PzA=0 (98)
_ Pz B+ - DALY =n Pz
2=+ 1+ g ) T (20 ) )
De oplossingen van A en My(0) zijn:
L‘fg(t) — (1-R)A (100)
M.(t) = (1-R)At (101)
M.(T) = 0.8-15-10°- A = 72Mgpc™?
A = 6-10°Mgpe 2yr—* (102)
Miot(T) = Mior(0) + BAT = 80 Mope>

15
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Figure 6: Fractie sterren met abundantie Z, model C

M,(0)
M,(0)

= M;(0) = Myoy(T) — AT =80 — 0.6-6-10"" - 15 - 10”
= 26Mepe? (103)

Door Z(T') = 0.025 en de waardes voor A, M,(0) in (99) in te vullen krijg je

Pzt

Py =0.015 (104)

De oplossing voor ? is:

v(t)

"AQ-R) _ [t 1
[ “w = APy arne”
1

g (nl(R + 5 = DAt + M, 0)] = M, O))
1-R (R+5-1)4

R+B_lln< 70) t+1> (105)

To 024 ' AM,(0) 024 \7°
[ (1 " 1,0) t) =564 <1 " 1,0) t)
5 024 \ "
30 (1- 3755¢) )
gMg(O) [(1 - %(AO)T@> - 1] (106)
1444 (107)
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B
_ —1+B8+R
10 (-1 (14 25r) )

D = 3 (108)

_B___
M,(0) (Mg(O) + (=M, (0) + ABT) (1 n %) 1+B+R>

t, =
D-AB(—1+23+R)
~ M0 g7 |1+ - 5
—14 (1+7A(—1;5$f)T@ ) o
_ (109)
—1+28+R
= 7.41-10%r
M,(0)Zy  26-0.004
0 Py 0.015 ’ (110)
_ 6.933\ ' 0 0
t = (10.5 —7.41 (1 + m) > -107yr = 3.12- 107yr (111)
De berekening van S(Z) geeft:
Z(00) = Z
t
A(t)dt
Sty = fgﬂi = i (112)
[y Atyat T
M, (0) Pr—Z(H)B\ 7
P o= 9\ g (L) 113
(1-R-p)A Py — ZoB (113)
1-R-—p
- ()
S(z) = LY — (114)
1— (Pz—ZTB) 7
Pz—ZoB
1
0.025— Z\?
= - < 0.021 > (115)
Al het gas is opgebruikt als:
M, = 0=(R+8—-1)At+ M,(0)=26—-1.2-10"t (116)
t = 217-10%r (117)

3.5 Conclusies

De resultaten van de verschillende modellen worden weergegeven in een tabel
in vergelijking met de randcondities.
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Figure 7: Abundantie tegen de tijd, model D
Randcondities Model A | Model B | Model C | Model D
a Zp<0.008 0 0.008 0 0.004
b ZT/Z%T <2 2.0 1.51 1.02 1.27
c f(I)<5 0 0 4.0 3.6
d A(T) const. of langzaam afnemend? ja ja ja ja
e S(<0.0075) =~ 0.1 0.55 0.20 0.04 0.058
f 3<t<7Gyr 5.25 3.84 1.94 3.12

Het model dat het beste aan de meeste randcondities voldoet is Model D, maar
hier zijn dan ook de meeste parameters gebruikt.
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Figure 8: Fractie sterren met abundantie Z, model D
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Figure 9: Een gecombineerde plot van het verloop van de abundantie voor de
verschillende modellen.
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Figure 10: Een gecombineerde plot van het verloop van de fractie van het aantal

sterren met een abundantie kleiner dan Z
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